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1         Случайные алгоритмы и вероятностный метод.

1.1 Введение

Этот конспект является введением в теорию случайных алгоритмов и вероятностных методов вообще. Для глубокого ознакомления с этими областями мы отправляем читателя к работам Алона и Спенсера [3]; Хабиба, Мак-Диармида и других [19], и Мотуани и Рагхавана [24].

Случайные алгоритмы – это алгоритмы, поведение которых зависит от внешнего или внутреннего случайного источника. Например, получив одинаковую информацию на входе, но имея в двух случаях разные значения случайного источника, алгоритм может выдать разные результаты или состоять из различного числа  шагов. Обычно нам нужны случайные алгоритмы, которые с достаточно высокой вероятностью остановятся и выдадут желаемый результат за приемлемое число шагов. Случайные алгоритмы могут быть рассмотрены как частный случай вероятностного метода, который, грубо говоря, состоит в следующем. Для того, чтобы показать, что конкретный комбинаторный объект существует (скажем, какой-то подграф заданного графа), ставим соответствующий случайный эксперимент и доказываем, что с ненулевой вероятностью результат совпадает с требуемым объектом. 

В данной первой части, после напоминания некоторых положений элементарной теории вероятностей, мы рассмотрим примеры случайных алгоритмов, включая «игрушечный» вариант протокола с нулевым разглашением, задачу «отпечатков», самокорректирующиеся программы и случайный алгоритм, решающий задачу византийского соглашения. Во второй части мы опишем две стандартные техники дерандомизации, метод условного ожидания и метод k-мерно независимых случайных величин. В третьем разделе мы рассмотрим «случайный» аналог алгоритма QuickSort, его вариант для сортировки гаек и болтов, и дадим дерандомизированную версию последнего при помощи графов-экспандеров. 

1.2 Базовые понятия теории вероятностей.

Вероятностные пространства и случайные величины.  В этом разделе мы вспомним некоторые факты из элементарной теории. Для введения в теорию вероятностей в целом, смотри учебники, указанные в библиографии [9, 17, 18, 24]. Далее, мы рассмотрим случайные эксперименты, где множество ( возможных исходов конечно (к примеру, ( = {0,1}, если бросать монету), или счетно (к примеру, ( = N, когда считают количество попыток, нужных для поражения цели). Такие случайные эксперименты могут быть смоделированы дискретными пространствами, как показано в определении 1. Термин «дискретный» указывает на тот факт, что исходы легко различимы и отделимы друг от друга, в отличии от экспериментов, подобных измерению физических параметров, где возможные исходы составляют множество мощности континуум. 

Определение 1. Пусть ( - конечное или счетное множество и, допустим, мы имеем функцию
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такую, что значения Prob0[(] составляют 1 (то есть,                                     ). Тогда Prob0[(] задает функцию Prob, определенную на всех подмножествах (, как
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В этой ситуации пара ((, Prob) называется дискретным вероятностным пространством,  а Prob называется дискретной вероятностной мерой. Также Prob[S] называется вероятностью S.

Если аргументом Prob является множество из одного элемента, мы пишем Prob[(] вместо Prob[{(}], далее, мы имеем Prob[(] = Prob0[(] для всех ( из (.

Пример 2. Вероятностные пространства могут быть использованы для моделирования случайных экспериментов, в том числе и экспериментов, приводящих к результатам, рассматриваемым, как случайные. Например, бросание игральной кости может быть смоделировано вероятностным пространством

((, Prob), где ( = {1,…,6} и Prob[i] = 1/6 для i = 1,…,6.

Теперь рассмотрим вероятностное пространство, в котором ( содержит m элементов, вероятность каждого из них равна 1/m. Тогда эта вероятностная мера называется равномерным распределением на (, и когда описывается соответствующий случайный эксперимент, мы говорим, что выбираем произвольный элемент из (.

Определение 3. Пусть ((, Prob) – дискретное вероятностное пространство. 
Любое отображение из ( на действительную ось называется (действительной) случайной величиной на ((, Prob) (или случайной величиной на (, если Prob ясно из контекста).

Всякая случайная величина X: ( ( R задает дискретную вероятностную меру ProbX в диапазоне (X = {X(() : ( ( (}, где для каждого значения X из диапазона мы имеем
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Вероятностная мера ProbX  называется распределением X.
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Записи Prob[X = x] и ProbX[x] – одно и то же, также выражения, подобные Prob[X ( x] или Prob[X ( S] имеют соответствующее значение; так

Пример 4. В примере 2 мы смоделировали бросок кубика вероятностным пространством ((, Prob). Теперь рассмотрим случайную величину X: ( ( R, где
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Случайные величины такого рода называются индикаторами, так как их значение сигнализирует о происшествии определенного события (например, простоты i). Относительно распределения X мы имеем:

Prob[X = 0] = Prob[{1,4,6}] = ½       и         Prob[X = 1] = Prob[{2,3,5}] = ½

Статистическая и попарная независимость. Когда мы имеем несколько случайных величин, определенных на одном вероятностном пространстве, нас может заинтересовать вероятность определенной комбинации значений этих величин. Эти вероятности задаются функцией совместного распределения случайных величин.
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Определение 5.  Пусть X1, X2,…,Xm – случайные величины, заданные на дискретном вероятностном пространстве (. Тогда их совместное распределение                          задается:
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И мы пишем                

  , имея в виду                                    .
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Пример 6.  Вновь рассмотрим вероятностное пространство из примера 2, моделирующее бросок игральной кости. Определим индикаторы X, Y, Z, сигнализирующие о том, что i простое, четное и нечетное (так, например, Z(i)= 1 тогда и только тогда, когда i нечетное). Тогда все три случайные величины имеют одно и то же распределение, потому что каждая из них принимает значения 0 и 1 с равными вероятностями ½. Однако, совместное распределение X и Y отличается от совместного распределения Y и Z, мы имеем:

                                                   ,   и                                      .

Пример  6 показывает, что совместное распределение случайных величин не определяется лишь распределением входящих в него.

Если мы бросаем монету m раз, и любой из бросков никак не зависит от других, то можно подсчитать, что каждая последовательность b1,…,bm возможных исходов произойдет с вероятностью 2-m, то есть, вероятность события b1,…,bm - просто произведение вероятностей того, что первая монета показала b1, вторая – b2, и так далее. Так, в определенном смысле, имеет место статистическая независимость, когда совместное распределение может быть записано в виде произведения распределений всех входящих случайных величин.

Определение 7. Пусть X1,…,Xm – случайные величины, заданные на дискретном вероятностном пространстве (. Эти случайные величины называются статистически независимыми (или просто независимыми), если для любой комбинации значений r1,…,rm из областей определения величин X1,…,Xm соответственно, мы имеем:
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Величины X1,…,Xm называются попарно независимыми, если любые две Xi и Xj при i(j являются независимыми, то есть для всех возможных значений ri и rj мы имеем:









          .

Если мы имеем случайные величины, заданные на одних и тех же различных «частях» вероятностного пространства (например, случайные величины заданы только на различных бросках монеты), тогда часто мы в состоянии утверждать, что эти случайные величины в действительности являются независимыми, откуда их совместное распределение легко выражается через распределения каждой из них.

Можно показать, что статистическая независимость включает в себя попарную независимость. Однако, для множеств, состоящих более чем из 3 элементов, обратное включение неверно. Во второй части мы построим множества случайных величин, которые будут попарно независимы, но не статистически независимы. Вот еще более простой пример таких множеств случайных величин, взятый из книги Феллера [17, Section IX.1]:

Пример 8. Рассмотрим вероятностное пространство, заданное как равномерное распределение на множестве:

( = {(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,2,1), (3,1,2), (1,1,1), (2,2,2), (3,3,3)}.

То есть, ( состоит из перестановок 1, 2 и 3 и еще из наборов вида (i,i,i), i от 1 до 3. Каждый из наборов в множестве имеет вероятность 1/9.  Теперь для каждого набора ( из (, введем случайную величину Xi, i=1,2,3, являющуюся проекцией i-той компоненты, например X1(2,1,3)=2. Легко видеть, что случайные величины X1, X2, X3 попарно независимы,  однако не могут быть статистически независимы, потому что значения каждых двух из них однозначно определяют значение третей.

Математическое ожидание случайной величины. Разумно ли играть в игру, где с вероятностями 0,1 и 0,2 выигрываешь 10 и 5 евро соответственно, и с вероятностью 0,7 проигрываешь 3 евро? Играя в такую игру, мы можем ожидать выигрыш в размере

                                             0,1(10 + 0,2(5 ( 0,7(3 = (0,1

евро за игру, то есть игра немножко невыгодная. Вообще, мы можем спросить об ожидаемом значении случайной величины (также называемом средним значением). Перед тем, как мы введем понятие математического ожидания случайной величины, вспомним, что такое абсолютно сходящийся бесконечный ряд.

Замечание 9. По определению, бесконечный ряд (i(( ai, ai (R , сходится к s тогда и только тогда, когда последовательность частичных сумм a0 + … + an сходится к s при n, стремящимся к бесконечности. Понятие математического ожидания случайной величины X на дискретном вероятностном пространстве ((, Prob) определено как бесконечный ряд, составленный из членов вида Prob(()X((), при (((. Разумеется, мы не хотим, чтобы математическое ожидание случайной величины зависело от порядка суммирования. Можно показать, что ряд (i(( ai сходится к одному значению вне зависимости от порядка суммирования, тогда и только тогда, когда ряд сходится абсолютно, то есть т.ит.т., когда (i(( |ai| сходится. (|ai| означает абсолютное значение ai).

Определение 10. Пусть X – случайная величина, определенная на дискретном пространстве (. Мат. ожидание X равно
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учитывая, что ряд сходится абсолютно. Если это условие выполнено, мы говорим, что математическое ожидание X существует, иначе мы говорим, что оно не существует.

По замечанию 9, условие абсолютной сходимости в определении 10 гарантирует, что математическое ожидание случайной величины X не зависит от порядка, в котором выбирались элементы множества (. Отметим, что это условие автоматически выполнено для случайных величин, заданных на конечном множестве или ограниченных каким-либо значением. Примером случайной величины, математическое ожидание которой не существует,  является               X: i ( 2(i+1), определенная на вероятностном пространстве ((, Prob), где Prob[i] = 2-(i+1).

Пример 11. Вновь рассмотрим пространство ((, Prob) из примера 2, моделирующее бросание кости. Случайная величина X задана на ( = {1,…,6}. Тогда мы имеем:
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Это означает, что при бросании кости, мы можем ожидать получения 3,5 очков или, проще, мы ожидаем получить 3,5 очка в среднем.

Утверждения 12 и 13 применяются при вычислении математического ожидания случайных величин. Чтобы получить математическое ожидание X, к примеру, мы можем воспользоваться линейностью математического ожидания чтобы представить E[X] в виде суммы математических ожиданий величин X1,…,Xm, таких, что E[Xj] может быть легко вычислено. Доказательство этих утверждений можно найти в Феллере [17, Section IX.2]. 

Утверждение 12 (Линейность математического ожидания). Пусть r – действительное число и пусть X и X1,…,Xn – случайные величины на дискретном пространстве (, математические ожидания которых существуют.  Тогда для математического ожидания rX и X1+X2+…+Xn мы имеем:

E[rX] = rE[X]  и  E[X1 + X2 +…+ Xn] = E[X1] + E[X2] +…+ E[Xn].

Утверждение 13.  Пусть X1+X2+…+Xn – случайные величины, заданные на дискретном вероятностном пространстве (, они независимы, и кроме того, их математические ожидания  существуют. Тогда математическое ожидание величины X1(X2(…(Xn существует и представимо в виде:

                                                   E[X1…Xn] = E[X1] (…(E[Xn].

Следующее утверждение может быть использовано для ограничения вероятности Prob[X(r] через математическое ожидание X, когда последнее вычисляется легче, чем вероятность.

Утверждение 14 (Неравенство Маркова). Пусть X – случайная величина, принимающая только неотрицательные значения. Тогда для всех положительных действительных чисел r, мы имеем:
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Доказательство.  Пусть ((, Prob) – вероятностное пространство, на котором определена X. Тогда:
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где равенство – определение математического ожидания, а неравенства следуют из того, что случайная величина неотрицательна, что X(()(r для любых (, которые присутствуют в сумме, и наконец, из определения Prob[X(r].

1.3 Интерактивные доказательства.

Рассмотрим следующую игру двух людей, которая играется в несколько раундов. В начале раунда каждый из двух игроков записывает тайно одно из двух чисел: 0 или 1. Когда оба значения открыты, Игрок 1 считается победителем, если числа различны, а Игрок 2 побеждает, если они совпадают. Теперь допустим, что Игрок 1 следует стратегии, которую знает и сможет повторить Игрок 2. В этом случае Игрок 2 знает заранее, что выберет Игрок 1, и может легко повторить это значение, следовательно, Игрок 1 будет каждый раз проигрывать. С другой стороны, если Игрок 1 будет получать свое секретное значение при помощи независимых друг от друга подбрасываний монеты, результат которых наперед не будет известен другому игроку (точнее, не зависимо от поведения второго Игрока), тогда в среднем, Игрок 2 будет выигрывать ровно в половине раундов, и неважно, насколько туп Игрок 1 и сколь умен Игрок 2.

В общем, следование случайной стратегии создает большой разброс в игровых теоретических ситуациях. То же можно сказать и в связи с криптографическим направлением [22, 26, 27], где данная задача должна быть выполнена таким образом, чтобы возможный мерзкий враг не смог достичь своей цели. Например, партнеры A и B хотят обменяться некоторой информацией, и в то же время они пытаются предупредить «подслушивание» врагом и получение им ключа к разгадке, что эта информация может значить. Есть множество методов сделать это, а также решить другие подобные проблемы, и практически все они основаны на каком-нибудь варианте рандомизации.

В качестве примера того,  как рандомизация помогает в криптографическом направлении, мы приведем проблему самоидентификации без раскрытия какой-либо важной информации. Традиционно, если A хочет доказать свою подлинность B, это делается так: A  знает некоторую секретную информацию (скажем, пароль),  его он посылает B, который в состоянии проверить, действительно ли это секрет A. Самая элементарная проблема, возникающая здесь, в том, что кто-то, прослушивающий связь, узнает секрет A и может идентифицировать себя как A. Есть ли возможность у A доказать, что это он, без передачи важной информации о своем секрете? На этот вопрос можно ответить утвердительно, и одно из возможных решений – специальный протокол, управляющий коммуникацией между двумя партнерами и который обычно называют системой интерактивного доказательства с нулевым разглашением. Мы покажем систему интерактивного доказательства, базирующуюся на проблеме правильной раскраски графа. Хотя в настоящее время этот протокол не может быть применим в приложениях, он прекрасно показывает важнейшую роль рандомизации не только в верификации посланной A информации, но и в сохранении секрета A.

Определение 15. Пусть G = (V,E) – граф. Раскраской в k цветов графа G назыается отображение g: V ( {1,…,k}. Раскраска правильная, если для любого ребра {u,v} ( E, g(u) и g(v) различны.

Для заданной пары графа G и числа k бывает трудно сказать, существует ли правильная раскраска графа G в к цветов, и если существует, вычислить ее. Соответственно, признаем, что для достаточно больших графов и соответствующих k, обычно невозможно найти правильную раскраску графа в k цветов. В качестве аргумента, возьмем параметры k и n и процедуру рандомизации, выдающую граф G с n вершинами и одновременно с правильной раскраской в k цветов; тогда при заданном графе G без его раскраски, на современном этапе развития науки невозможно восстановить ее за приемлемое время.

Тогда A получает граф G с n вершинами и правильной раскраской в  k цветов.  Раскраска известна только A, но граф G и параметр k известны еще и B. Допустим, что для кого-то иного, кроме A, практически невозможно обладать правильной раскраской графа  G, отсюда A может идентифицировать себя, сказав B, что обладает правильной раскраской. Учитывая, что A не может открывать B важную информацию о раскраске, A не в праве пересылать ее B. Вместо этого, A использует следующий протокол.

Протокол раскраски.

Предположение: A знает правильную раскраску g графа G, и владеет генератором случайной величины, неизвестным B.

Шаг 1 (A)   
Выбирает абсолютно случайную перестановку ( чисел {1,…,k}. Сохраняет тайно список цветов ((g(1)),…, ((g(n)).

Шаг 2 (B)  
Из ребер G выбирает ребро {u,v}, абсолютно случайно. Посылает u и v A.

Шаг 3 (A) 
Посылает цвета ((g(u)) и ((g(v)) B. 

Шаг 4 (B)  
Принимает A, если вершины раскрашены в разные цвета из набора {1,…,k}, и отвергает в противном случае.

В протоколе раскраски, выражение «сохраняет тайно цвета» означает запись цветов таким образом, чтобы они не были изменены после записи, и стали доступны только по специальному разрешению. В реальной жизни, этого можно добиться, закрывая их в непрозрачные ящики, содержащие признаки своего цвета. В случае работы с компьютером, этот эффект достигается при помощи такого криптографического примитива, как схемы аутентификации [4,8,20],  детали этой техники выходят за рамки данного курса
.

При анализе протокола раскраски мы обнаружили, что в случае передачи неправильной раскраски графа G, мы узнаем об этом с вероятностью, самое меньшее, 1/m. То есть, вероятность неправильного приема нелегальной раскраски меньше, чем 1-1/m. Чтобы достичь минимальной вероятности ошибки, мы рассмотрим итерационный протокол, где m копий протокола раскраски завершаются успешно, независимы друг от друга, и B принимает A если и только если все копии приняты.

Не давая формального определения понятия системы интерактивного доказательства с нулевым разглашением, положим, что для того, чтобы быть уверенным, что итерационный протокол – такая система, достаточно показать:

(i) 
A всегда может корректно идентифицировать себя (то есть, в случае рассмотренного алгоритма, если все цвета совпадают, B его признает).

(ii) 
Если во всех итерациях цвета не образуют правильную раскраску графа G (скажем, это неверная раскраска или A не знает ее), тогда вероятность признания не превышает  ½.

(iii) 
B  не может извлечь ценную информацию из обмена с A.
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Утверждение (i) легко проверяется проверкой протокола раскраски. Касательно утверждения (ii), можно заметить, что если в течение какой-то итерации цвета не образуют нормальную раскраску, то хотя бы одно ребро графа G раскрашено неверно.  Теперь, все m ребер выбираются с равной вероятностью, значит, и «неправильное» ребро имеет равные шансы быть выбранным с вероятностью 1/m. Так как итерации абсолютно независимы (случайная последовательность, используемая для получения различий в этих испытаниях, состоит из абсолютно независимых бит), вероятность получения неправильной раскраски ограничена сверху:

(Напомним, что последовательность {(1-1/m)m} неубывает и сходится к 1/e, где e = 2,71….) Наконец, рассмотрим взаимодействие между A и B. Безразлично, каким способом B определит ребро, раскраску концов которого он хочет узнать, даже если B отклонится от протокола и не станет выбирать случайное ребро, на каждой итерации B будет получать два различных числа из {1,…,k}. Кроме того, пары цветов, полученные на разных итерациях статистически независимы. Эти значения раскрывают B некоторую информацию о генераторе случайных чисел A, однако интуитивно понятно, что B не сможет из этого получить сколько-то важных сведений о раскраске G. Чтобы формализовать последний аргумент, заметим, что B легко может создать последовательность пар цветов, имеющую сходное распределение со входной последовательностью, а, значит,  реальная информация никак не прибавляет знаний B. Последняя формализация – особая форма определения нулевого разглашения, когда B может сгенерировать собственную последовательность сообщений, имеющих такое же распределение, что и сообщения, выдаваемые A.

1.4 Отпечатки.

Рассмотрим ситуацию, когда нам нужно сравнить два очень больших слова (скажем, два длинных файла), так что побитовое сравнение их невозможно.

(i) Когда передача файла ведется по каналу с помехой, мы можем захотеть проверить правильность передачи без того, чтобы заново пересылать целый файл.

(ii) Мы можем захотеть проверить, в чем настоящая версия файла отличается от предыдущей, не храня при этом копию старой версии.

В большинстве случаев, вместо сравнения самих файлов, мы можем сравнивать их «отпечатки пальцев» (в дальнейшем  - отпечатки). Грубо говоря, отпечаток слова ( получается из отображения слова на значительно меньшее слово f(() таким способом, чтобы с большой вероятностью, различные слова имели бы различные отпечатки. Например, для всех слов ( = (1…(n длины n, и любого натурального k, возьмем
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Тогда для определения значения k мы рассмотрим fk(() как отпечаток (. Значение fk(() требует log(k) бит для хранения, так что, если мы выберем k<n, то fk(() будет значительно меньше, чем собственный аргумент. В первой ситуации логично было бы пересылать отпечаток слова ( вместе с ним, а во втором случае – сохранить отпечаток вместо старого слова, и потом сравнивать отпечатки.

Очевидно, для любого числа k отпечатки fk(u) и fk(v) одинаковых слов u и v совпадают. Когда же они совпадают для различных слов? Это происходит тогда и только тогда, когда f(u) и f(v) имеют одинаковый остаток при делении на k:

                                             k делит |f(u)-f(v)|.       
(2)

В случае, если мы хотим зафиксировать изменения, внесенные случайным процессом, скажем, шумами при передаче, использование фиксированного k может давать хороший результат. Однако, этот способ бессилен против целенаправленных изменений из-за умного противника, знающего параметр k. Во второй ситуации, кроме того, противник может сначала изменить значимые части файла (скажем, информацию, связанную с подсчетами), потом скрыть следы, изменяя менее значимые части файла (мусор, оставшийся после старого файла), так, чтобы (2) содержала u и v означающие старую и новую версию файла. Сейчас мы покажем, что при выборе простого модуля случайным образом, существует лишь небольшая вероятность, что изменения, внесенные противником, не отразятся на отпечатке
.

Алгоритм отпечатков.

(Параметр: натуральное число t)

Вход: Два слова u и v длины n.

Выбираем p случайным образом из первых tn простых чисел.

Если fp(u)= fp(v), то принимаем, иначе повторяем алгоритм.

Утверждение 16. Допустим, что алгоритм отпечатков пальцев с параметром t применим для слов u и v. В случае, если слова идентичны, алгоритм остановится с вероятностью 1, если они различны, алгоритм остановится с вероятностью, самое большее, 1/t. 

Доказательство. В случае равенства u и v, fp(u)= fp(v) для любых значений p, и алгоритм завершится с вероятностью 1. Далее допустим, что с другой стороны, u и v различны, и пусть

                                                                     d = |f(u)-f(v)|.

[image: image23.wmf]K

+

+

+

+

16

5

8

4

4

3

2

2

Тогда алогритм остановится тогда и только тогда, когда наугад взятое p делит d. К тому же, мы имеем:                  , так что d отлично от 0, и имеет не более n простых делителей. Поэтому вероятность того, что p равно одному из этих делителей,  что означает, что p делит d, не превышает n/(tn) = 1/t.

Замечание 17. Алгоритм отпечатков пальцев требует выбрать случайным образом простое число из первых tn  простых чисел. Это не трудно, если tn так мало, что мы можем хранить соответствующую таблицу.  Для больших значений tn мы можем поступать следующим образом. По теореме о простых числах (смотри Айгнера и Зейгнера [1, Chapter 1] и ссылаясь на написанное там), мы имеем:
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то есть, для больших m, количество простых чисел, меньших m примерно равно m / log m. Тогда мы можем выбрать m так, чтобы примерно tn простых чисел было меньше него. Тогда мы последовательно будем перебирать случайные числа, меньшее m,  и применять для них тест на простоту, пока не найдем p, прошедшее этот тест.

Если мы используем p в алгоритме отпечатков пальцев как раньше, вероятность ошибки, грубо говоря, будет такая же, исключая весьма небольшую вероятность того, что p, которое мы возьмем, не является простым (в этом случае наш тест на простоту не сработал). Отметим, что если p – не простое число, алгоритм отпечатков всегда примет любую пару одинаковых слов. Для детального изучения этой конструкции и для введения в способы тестирования на простоту, смотрите, например, Мотуани и Рагхаван [24, Section 7 and 14.6].

1.5 Самокорректирующиеся программы.

Существующие методы проверки правильности «железа» и программного обеспечения не совсем хороши, например, они подходят только для выявления конкретных ошибок, как в случае простых тестов, или они неприменимы в большинстве ситуаций, как в случае различных приближений формальной верификации. Как результат, конкретные механизмы и программы склонны создавать ошибочные ситуации при некоторых обстоятельствах или при некоторых наборах входных данных. Например, широко известная ошибка деления в процессорах Pentium, выдавала в редких случаях неправильный результат. Блюм и Вассерман [5], после обсуждения деления Pentium’a и подобных провалов, исследовали основные методы проверки и исправления программ. В ряду других, они предложили метод корректировки программы, где результат реального входа выражен в терминах результата случайно взятого входа. Это сделано таким образом, что если только конкретный вход приводит к ошибочным вычислениям,  это неверно для случайного входа. Так же, программа может быть проверена путем распространения результата данного конкретного входа на другие, менее сложные входы. В качестве примера этого метода, мы приведем тестер и корректор для умножения. Блюм и Вассерман работали с умножением чисел с плавающей запятой, мы рассмотрим более простое умножение двух натуральных чисел, представленных словами заданной длины n.

Чтобы проверить, действительно ли c - произведение чисел a и b, мы можем использовать алгоритм проверки умножения.

Алгоритм проверки умножения.

(Параметр: натуральное число t).

Вход: три натуральных числа a, b и с, величина которых не превышает 2n.

     
Выбираем p абсолютно случайно из первых tn простых чисел.


Пусть d1 = c mod p.


Пусть d2 = ((a mod p)(b mod p)) mod p.


Если d1 = d2, то принимаем, иначе отвергаем.

Алгоритм принимает входы, где ab = c с вероятностью 1. Другие входы алгоритм принимает с вероятностью не более чем 1/t, как это было показано в сходном доказательстве для утверждения 16. Так же, примечание 17 по поводу выбора p в алгоритме отпечатков распространяется и на выбор p в алгоритме проверки умножения. Для не очень больших значений t, вычисление d1 и d2 можно считать не сложным, и, значит, более точным, чем умножение ab. 

Далее, мы будем исправлять такую программу, которая умножает два n-битовых натуральных числа, и на некоторых конкретных парах a и b, выдающую неверный результат (то есть, на одинаковых входах программа либо всегда корректна, либо всегда некорректна). Исправляющая процедура требует перемножения двух (n+1) битовых чисел, так что мы будем считать, что перемножающая программа «умеет» умножать пары таких чисел. Кроме того, примем, что неправильно перемножается только (-ая часть множества пар этих чисел.

Алгоритм коррекции умножения.

Вход: два натуральных числа a и b, каждое состоит из n бит.

Определим два n-битовых числа r1, r2 подбросив 2n раз монетку.


Пусть c = (a + r1)(b + r2) – r1(b + r2) – r2(b + r1) + r1r2.            
(*)

Выход: c (где с принимаем равным ab).

Утверждение 18. Положим, что алгоритм коррекции умножения запускается на процессоре, выполняющем сложение и вычитание всегда правильно, причем умножение неверно для (-ой части множества всех пар (n+1)-битовых  натуральных чисел. Тогда для любой пары чисел a и b, удовлетворяющих условиям, вероятность того, что алгоритм неправильно вычислит произведение a и b, не более, чем 16(. 

Доказательство. Перемножив скобки в правой части выражения (*), легко убедиться, что c действительно  равно произведению a и b,  с учетом того, что арифметические операции выполняются правильно. По предположению, сложение и вычитание корректны, так что при вычислении вероятности ошибки требуется рассмотреть четыре умножения в (*). Если мы сможем обосновать, что для каждого из них вероятность ошибки не превосходит 4(, то утверждение будет доказано, так как сложив четыре вероятности, получим нужные 16(.

Мы рассчитаем вероятность ошибки для второго произведения, то есть вероятность того, что произведение r1 и (b + r2) вычисляется неверно. Мы пренебрежем доказательством того, что в остальных, аналогичных, случаях вероятность та же.  По построению, слова r1 и r2 абсолютно случайно выбраны из всех 2n n-битовых чисел. Так что пара (r1 , b + r2) выбрана абсолютно случайно из множества P 22n пар. Множество P представляет из себя ¼ часть 22(n+1) пар всех чиесл из (n + 1) бит (например, мы расширяем n-битовое число до (n+1)-битового естественным путем).  Кроме того, (  часть множества пар (n+1)-битовых чисел вычисляется неверно. Следовательно, часть неправильно умножаемых пар n-битовых чисел, самое большее, 4(. 

Замечание 19. Блюм и Вассерман пишут, что ошибка деления в Pentium’е  возникала менее чем в 1 случае на 8 миллиардов удачных. С применением алгоритма проверки умножения, мы переделываем процессор в устройство, выдающее правильный результат с очень большой вероятностью, так как для любого входа, только на 2 из миллиарда запросов не дает верного ответа. К тому же, повторяя коррекцию к для одного и того же входа, и определяя выход по значению, упомянутому наибольшее количество раз, вероятность неправильного результата по причине ошибки деления можно сделать такой же малой, как у ошибки, связанной со сбоем системы.

1.6 Византийское соглашение.

В этом разделе мы приведем случайный протокол, разрешающий проблему Византийского соглашения из теории распределенных вычислений. Мы следуем представлению Мотуани и Рагхавана [24], у них можно узнать детали и дополнительную информацию.

В проблеме византийского соглашения у нас есть n процессоров (или, скажем, византийских генералов), которые взаимодействуют друг с другом в целях достижения приемлемого соглашения на бинарное значение b, где приемлемое соглашение достигается самым кратким образом. Для доли, строго меньшей, чем ( = 1/8, процессоров, мы допускаем возможность предательства, фактически, эти процессоры  могут целенаправленно  действовать, дабы воспрепятствовать группе достичь соглашения. В зависимости от конкретного применения, эти процессоры могут восприниматься нами как неисправные или как предатели, и таких мы называем «плохими». С другой стороны, часть процессоров, не меньше 1 - ( = 7/8, целенаправленно действует, чтобы достичь соглашения, и такие называются «хорошими».

У каждого процессора есть начальное бинарное значение, и проблема византийского соглашения нуждается в протоколе, который выдавал результат b по максимальному количеству голосов отданных за некоторые начальные значения. Тем не менее, так как не все процессоры дружественны, нельзя получить протокол, который бы гарантировал, что b всегда соответствует значению, поддержанному большинством голосов.  Вместо этого нам нужен протокол, выдающий приемлимое соглашение в этом смысле.
(i) В конце хорошие процессоры должны прийти к одному b (в частности, каждый хороший процессор должен знать b).

(ii) В случае, если все хорошие процессоры имеют схожее начальное значение, b должно быть равным этому значению.

Связь между процессорами осуществляется в раундах s = 1, 2, … В начале каждого раунда, каждый процессор посылает сообщения всем другим. Сообщения, посылаемые разным приемникам, могут быть различными. Перед началом сеанса связи, плохие процессоры могут сговориться об общей стратегии, неизвестной хорошим. Эта стратегия может быть произвольно сложна, и может определять поведение процессоров во всех ситуациях, способных произойти во время связи. Более того,  в начале хорошим процессорам неизвестно, какие являются плохими.

Реальная стратегия достижения соглашения на двоичное значение между несколькими процессорами состоит в следующем. Каждый процессор голосует за 0 или 1 и согласие по 1 достигается тогда и только тогда, когда за нее количество голосов будет выше какого-то порога t. Тем не менее, так как нет верховной власти, которая могла бы решить, преодолен ли порог, каждый процессор сам принимает решение. Теперь положим,  что число хороших процессоров, голосовавших за 1, ниже порога, тогда как в случае, если все плохие проголосуют за 1, порог будет преодолен. Тогда у каждого процессора порог будет  превышен в зависимости от того, сколько единиц он получит от плохих процессоров.  Тогда, посылая различные сообщения разным процессорам, плохие могут устраивать любую вариацию распределения преодолений по своему усмотрению. В протоколе византийского соглашения эта проблема решается следующим образом. В каждом раунде принимается порог, случайно выбранный из двух возможных значений. Главное, чтобы порог случайно выбирался уже после того, как все сообщения будут отправлены, и разница между двумя возможными порогами была больше общего числа плохих процессоров. Тогда вне зависимости от того, сколько хороших процессоров проголосовали за 1, по крайней мере для одного из порогов сообщения плохих не играют роли в вопросе, преодолен он или нет.  Значит, с вероятностью, самое меньшее, равной ½, решение решение всех хороших процессоров сходно, и тогда все хорошие процессоры будут голосовать за то же в следующем раунде, и протокол завершится.

Протокол византийского соглашения.

(существует n ( 2 процессоров, выполняется алгоритм процессором i.)
Вход: Двоичное значение bi.


Фиксируем константы t0 = (5/8)n и t1 = (6/8)n. 

Пусть vi(1) = bi.

Для раундов s = 1, 2 , … делаем следующее.



Посылаем vi(s) всем остальным.



Для всех j ( i, принимаем vj(s) от процессора j.



Для l = 0,1, положим cl = |{j: 1 ( j ( n  и vj(s) = l}|.



Если c0 ( c1 то        u(s) = 0 и c(s) = c0, 

                                         иначе u(s) = 1 и c(s) = c1.



{Наиболее часто встречаемое значение среди v1(s),…, vn(s) – u(s), и c(s) – число 



  проголосовавших за него.}



{Пусть r(s) ( {0,1} определяется подбрасыванием монеты. r(s) известно всем 



процессам и одинаково для всех.}


Если c(s) > tr(s), то vi(s+1) = u(s), иначе vi(s+1)=0. 



Если c(s) > (7/8)n, то соглашение по u(s) достигнуто, 


и тогда vi(s+1) = vi(s+2) = … = u(s).

Утверждение 20. Пусть группа из n процессоров взаимодействуют, и все из них, кроме части, не больше, чем ( = 1/8, поддерживают протокол византийского соглашения. Тогда приемлемое соглашение достигается с вероятностью 1 за некоторое постоянное значение количества раундов.

Доказательство. Сначала убедимся, что если все хорошие процессоры располагают одним и тем же b, тогда более чем 7/8 процессоров пошлют b в первом раунде, и плохие процессоры не смогут предотвратить принятия во втором раунде b. В случае, когда все хорошие процессоры обладают одним значением, соглашение по нему достигается. Тогда это означает, что с вероятностью 1 соглашение по этому значению достигнуто.

Зафиксируем произвольный раунд s, и предположим, что ни на одном предыдущем раунде, от 1 до s – 1, ни один процессор не принял соглашение. Тогда с вероятностью не меньшей ½ какой-то процессор примет соглашение в раунде s+1. Пусть c – число хороших процессоров, голосовавших за 1 в начале раунда, то есть, каждый процессор получил за 1 количество голосов, не меньшее, чем c и строго меньшее c + (n. Этот промежуток содержит не более одного возможного порога t0 или t1, потому что разница между t1 и t0 равна (n. Таким образом, хотя бы один из порогов строго меньше или строго больше всех значений из данного промежутка; такой порог выбирается случайно с вероятностью не меньше, чем ½. В случае такого выбора, если никто раньше не принимал соглашения, все хорошие проголосуют за одно и то же в s+1 раунде, и так как таких более, чем (7/8)n, в конце s + 1 раунда все хорошие процессоры примут соглашение по одному и тому же значению.

Далее зафиксируем произвольный раунд s, в предположении, что в нем какой-то процессор решил, что соглашение достигнуто. Тогда все хорошие процессоры примут его в раунде s+1. Для доказательства рассмотрим раунд s. Предположим, что в конце раунда процессор j принял соглашение с значением b. Это значит, что более чем 7/8 процессоров проголосовало у него за b. Это значит, что более чем 6/8 хороших процессоров проголосовало за b, и поскольку они все поддерживают протокол, и всем рассылают равные значения, все процессоры получили более чем (6/8)n голосов за b. Тогда для всех процессоров обе возможные границы преодолены, и в предположении, что процессоры раньше голосовали за разные значения, в следующем раунде все хорошие процессоры будут голосовать за b, значит все хорошие примут b.

Из сказанного следует, что соглашение будет достигнуто через два раунда после того, как его примет хотя бы один из хороших процессоров, и в случае, если последнее не произошло в раунде s, с вероятностью не менее одной второй, это произойдет в раунде s+1. Из этого легко видеть, что соглашение достигается с вероятностью 1. К тому же, число раундов, требуемых для достижения соглашения постоянно, так как может быть мажорированно рядом 
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Для рассмотренной выше проблемы византийского соглашения, существуют случайные алгоритмы, достигающие соглашения не более чем за n+1 раундов, и можно показать, что все детерминированные алгоритмы требуют гораздо большего числа раундов [24]. Так, по утверждению 20, мы имеем пример проблемы, для которой дерандомизация доказуемо лучше, чем детерминизм.

2         Дерандомизация.

2.1 Пример: поиск сечения.

Многие случайные алгоритмы могут быть дерандомизированны, в смысле их можно преобразовать в детерминированные алгоритмы, решающие ту же задачу тем же или другим способом. В основном, детерминированные алгоритмы могут быть менее элегантными или исполнятся хуже, например,  требовать  больших ресурсов, или получать не такое хорошее решение, как у случайного алгоритма.

В этой части мы покажем дерандомизацию методом условного ожидания и методом k-мерных независимых случайных величин. Эти стандартные техники рассмотрены на примерах применения их к случайному алгоритму сечения, который рассекает граф с m ребрами и возвращает сечение, в котором не меньше чем m/2 ребер пересекают сечение.

Определение 21. Пусть G = (V,E) – граф. Сечение графа G – деление V на два непересекающихся множества V0 и V1. Весом сечения называется число ребер между V0 и V1 (то есть мощность множества {{v0,v1} ( E: v0 ( Vi, v1 ( V1-i}).

Алгоритм Cut.

Вход: Граф G = (V,E), где V = {1,…,n}.


Выбираем случайные биты r1,…,rn, подбрасывая монету.


Пусть V0 = {i: ri = 0}.


Пусть V1 = {i: ri = 1}.

Выход: Сечение (V0,V1).

Утверждение 22. Пусть G – граф с m ребрами. Тогда ожидаемый вес разбиения, полученного алгоритмом Cut, равен m/2. Фактически, вес разбиения не менее, чем m/2.

Доказательство. Фиксируем произвольный граф G = (V,E), и предполагаем, что алгоритм сечения применяется к этому графу. Пусть граф E имеет m ребер e1,…,em. Для всех ребер ei = {ui,vi} введем случайную величину êi, принимающую значение 1, если ребро пересекает сечение, и 0 в противном случае. Тогда математическое ожидание этой случайной величины есть

E[êi]   = 1 ( Prob[êi = 1] + 0 ( Prob[êi = 0] = 

           = Prob[ui ( V1 и vi ( V0] + Prob[ui ( V0 и vi ( V1] =
(3)

           = Prob[ui ( V1] Prob[vi ( V0] + Prob[ui ( V0] Prob[vi ( V1] = 

           = 1/2(1/2 + 1/2(1/2 = 1/2.

В (3) мы воспользовались тем, что распределения вершин на двух сторонах сечения статистически независимы, и значит, попарно  независимы, так что для любой пары различных вершин, и для всех ju, jv из {0,1},
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Пусть         - вес сечения, полученного алгоритмом сечения, примененном к графу G, то есть,        - сумма êi. С учетом линейности мат. ожидания и (3), получаем,



(5)

Далее, если все возможные исходы бросания монеты в алгоритме сечения дают сечение, вес которого строго меньше, чем m/2, то (4) неверно. Следовательно, мы можем рассматривать последовательность подбрасываний монеты, которые создают сечения с весом, самое меньшее, m/2,  то есть, требуемые сечения.

2.2 Дерандомизация методом условного ожидания.
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Для некоторого слова ( длины s ( n, пусть Cut( - алгоритм, полностью аналогичный алгоритму Cut, исключая то, что набор r1,…,rs равен слову ( (биты rs+1,…,rn по-прежнему определяются подбрасыванием монеты). Например, алгоритм Cut01 всегда определяет первую вершину к V0, а вторую к V1, а остальные – в соответствии с подбрасыванием монеты. К тому же,         пусть              - вес случайного сечения, полученного алгоритмом Cut(  на заданном графе G.
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Пусть ( обозначает пустое слово, то есть слово длины 0. Тогда алгоритм Cut( и алгоритм Cut совпадают, и того же можно ожидать от значений их результатов                и          . Мы получаем из (5):



(6)

Теперь рассмотрим алгоритм Cut( , где  ( имеет длину s, который применен к графу G с, самое меньшее, s+1 вершиной. Тогда с вероятностью 1/2 случайный бит rs+1 равен 0, и алгоритм становится аналогичным Cut(0. Точно также, с вероятностью 1/2, бит rs+1 равен 1, и алгоритм становится аналогичным Cut(1. В терминах ожидаемых весов получающихся сечений это означает:
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(7)

Это значит, что математические ожидания в правой части не могут быть одновременно меньше, чем математическое ожидание в левой части, то есть:
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                                               или
(8)
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Это приводит к следующей дерандомизированной версии алгоритма Cut. Последовательно определяя значения r1,r2,… так, что                         - неубывающая по аргументу s величина, вместе с тем,                          не меньше, чем начальное значение             = m/2. (С целью упрощения, в условиях if-кляузы алгоритма, мы пишем r1r0 и r1r1 для пустого слова и для r1.)

Дерандомизированный алгоритм Cut (метод условного ожидания).

Вход: Граф G = (V,E), где V = {1,…,n}.


For s = 1,…, n
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If       
(*)



then rs = 0 else rs = 1


Let  V0 = {i: ri = 0}.


Let  V1 = {i: ri = 1}.

Выход: Сечение (V0, V1).

При применении к графу G с m ребрами дерандомизированная версия алгоритма Cut вернет сечение с весом wG, не меньшим m/2. Для доказательства достаточно заметить, что:
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(9)

где первое равенство из (5), второе из определения левой и правой частей, а неравенства следуют из (8) и выбора ri. 
Относительно эффективности дерандомизированной версии алгоритма Cut, остается показать, что условие (*) может быть эффективно определено. Рассмотрим итерацию s цикла for из алгоритма, предположив, что r1,…,rs-1 уже определены. Разобьем E на четыре множества E1, E2, E30, E31, определенных как

E1 = {{j1, j2}: j1 < s и j2 < s}

E2 = {{j1, j2}: j1 > s или j2 > s}

E3i = {{j, s}: j < s и rj  = i}
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Чтобы сравнить значения                                для rs = 0 и rs = 1, мы для каждого из четырех множеств посмотрим, какие ребра из них будут в конструкции сечения. Выбор rs не влияет на ребра E1 и E2. Для  E1, ребра, пересекающие сечение, определяются из r1,…,rs-1, и пусть
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то есть,         содержит все ребра E1, которые соединяют вершины, уже определенные в разные стороны сечения. Любое ребро из E2 будет пересекать сечение с вероятностью 1/2, потому что, после определения меньшей вершины ребра, большая уйдет на другую сторону с вероятностью 1/2.  С другой стороны, выбор rs создает разнообразие в отношении множеств        и       . Для rs = i, все ребра в         будут  пересекать строящееся сечение, и ни одно ребро из        не будет. В конце концов, для i = 0,1, мы имеем:
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Так что сравнение мат.ожиданий                                   для rs = 0 и rs = 1 сравнению мощностей множеств        и       , то есть, мы просто должны подсчитать для вершин от 1 до s-1, смежных с S, сколько соответствующих бит rj равны 0 и 1.

Дерандомизированная версия алгоритма Cut тогда может быть перефразирована следующим образом. Старая и новая версии идентичны за исключением условия в if-кляузе.

Дерандомизированный алгоритм Cut (метод условного ожидания).

Вход: Граф G = (V,E), где V = {1,…,n}.


For s = 1,…, n



If     {j<s: {j,s}(E, rj = 1} ( {j<s: {j,s}(E, rj = 0}




then rs = 0 else rs = 1


Let  V0 = {i: ri = 0}.


Let  V1 = {i: ri = 1}.

Выход: Сечение (V0, V1).

Так мы получили очень простой и крайне эффективный детерминированный алгоритм, тогда как «случайный» вариант может быть использован для проверки работы детерминированной версии.

2.3  Дерандомизация методом k-мерно  независимых случайных 

                                                   величин.

Для любого случайного алгоритма мы получим  тривиальную дерандомизацию, создав алгоритм, перебирающий  все возможные его случайные значения. Обычно, тем не менее, детерминированный алгоритм,  полученный таким образом, действует в экспоненциальное число раз медленнее, чем случайный. Точнее, случайный алгоритм, расходующий t шагов на t случайных бит, тривиально дерандомизированный, должен создавать 2t вариантов случайной величины. Например, алгоритм Cut из раздела 2.2 использует n случайных бит для графа с n вершинами, и тривиальная дерандомизация пойдет за 2n шагов. Сложность такого алгоритма рассматривается как неприемлемая и обычно считается равной сложности полного перебора всех возможных сечений.

Тривиальная дерандомизация может быть полезна там, где количество случайных бит мало в сравнении с количеством времени работы. Например, когда число случайных бит логарифмически зависит от времени, то количество возможных вариантов примерно равно времени, и тривиальная дерандомизация по сложности получается сопоставимой квадрату времени.

Далее мы рассмотрим вариант алгоритма Cut, где число случайных бит логарифмически зависит от числа вершин графа. Новый алгоритм выглядит также, как предыдущий, за исключением того, что случайные биты r1,…,rn не выясняются подбрасыванием монеты, а определяют случайным отображением:

                                                 s(: i ( ri
которое задается на случайном слове (. Идея, лежащая в основе построения функции s(, следующая: При верификации алгоритма Cut мы учитывали, что ri попарно независимы, но не учитывали, что они статистически независимы. Так что верификация проходит, пока мы уверены, что ri, полученные из s(, попарно независимы. Смысл генерации ri через отображение s( в том, что количество всевозможных значений ( очевидно меньше, чем количество возможных значений ri, так что тривиальная дерандомизация применима к (. Для сведения, мы называем такой тип дерандомизации  методом малых выборок или методом попарно (k-мерно) независимых величин. 

Определение 23. Пусть D и R – два конечных множества. Пусть ( - случайная величина, принимающая значения из {a1,…,al}. Допустим, что для каждой ai у нас есть фиксированное отображение sai и пусть s( - случайное отображение из D в R где s((x) = sai(x) в случае, если  ai конкретный исход (. 

Тогда s( имеет попарно независимые значения, если для всех x1 ( x2 в D и для всех y1 и y2 из R, имеем:

Prob[s((x1) = y1 и s((x2) = y2] = Prob[s((x1) = y1]( Prob[s((x2) = y2]
(10)

(Где вероятности соотнесены в зависимости от распределения (.)

Отображение, имеющее попарно независимые значения и использующее число бит, логарифмически зависящее от размера его области определения, может быть построено алгебраическими методами. Вспомним, что для натуральных чисел y и p > 0, обозначение y mod p введено для остатка от деления y на p. Например, (2p mod p) = 0, (3p - 1 mod p) равно p-1 для всех p>0.
Утверждение 24. Пусть p – какое-то простое число. Рассмотрим случайный эксперимент, в котором ( = (a,b) определено выбором равновероятно и независимо друг от друга из {0,…,p–1}. Тогда отображение

s( : {0, …, p – 1} ( {0, …, p – 1}

                         x  ( (ax+b) mod p

имеет попарно независимые значения, и для любого фиксированного входа x, значение s((x) равномерно распределено на {0,…,p – 1 }.

Доказательство. Фиксируем числа x1, x2, y1, y2  из {0,…,p – 1 }, где x1 ( x2. Тогда вне зависимости от значения a, для него существует только одно b, такое что s((x1) = y1. Но b выбирается случайно из множества мощности p, так что вероятность того, что s( отобразит x1 в y1 равна 1/p (и аналогично для x2 и y2). С другой стороны, как следует из общей алгебры, для простого p существует всего один вариант выбора a и b таких, чтобы s((x1) = y1 и s((x2) = y2, значит, вероятность выполнения обоих равенств равна 1/p2. Так мы убеждаемся, что значения s( попарно независимы и равномерно распределены на {0,…,p – 1}.

Далее мы должны использовать генерацию попарно независимых случайных величин, как в утверждении 24, для получения размера пространства выборки в алгоритме Cut. Но для простоты мы считаем, что алгоритм получает в дополнение к входу еще и p, минимальное простое p>m.  Тогда мы также добавляем, что для дерандомизированной версии, нам не нужно знать p, и в действительности, существует много способов получения ri без использования p.

Алгоритм Cutpi (использует попарно независимые равномерно распределенные биты).

Вход: Граф G=(V,E), где V={1,…,n}, и минимальное простое p(m.


Выбираем a и b случайно из множества {0,…,p-1}.


For i = 1,…,n let ri = (ai+b) mod p.


Let V0 = {i: ri – четное},


Let V1 = {i: ri – нечетное},

Выход: сечение (V0,V1).

Утверждение 25. Пусть G – граф с m ребрами. Тогда для введенного в алгоритм Cutpi графа G ожидаемый вес полученного разбиения будет не меньше (1 – 1/m2)m/2. В частности, алгоритм возвращает сечение весом m/2 для некторых значений случайных a и b.

Доказательство. По утверждению 24, значения (ai+b) mod p попарно независимы, и следовательно, попарно независимы случаи, где они являются четными или нечетными. К тому же, каждая вершина принадлежит к V0 с вероятностью (p + 1)/2p, и к V1 с (p–1)/2p. Следовательно,  делаем вывод, как в доказательстве утверждения 22, что ожидаемое значение величины, показывающей, пересечет ли ребро ei = {ui, vi}сечение, есть

E[êi]   = Prob[ui ( V1 и vi ( V0] + Prob[ui ( V0 и vi ( V1] =
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           = Prob[ui ( V1] Prob[vi ( V0] + Prob[ui ( V0] Prob[vi ( V1] =           
(11)
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С учетом линейности математического ожидания, ожидаемый вес построенного сечения равен:
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(12)
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где неравенство получено с учетом p(m. В частности, ожидаемый вес             отличается от m/2 не более чем 1/(2m). Проверяя m четные и нечетные, мы приходим к выводу, что для всех m>1, наименьшее целое, большее чем               , не меньше чем m/2. Как обычно, мы можем сказать, что для некоторых результатов случайных испытаний , с учетом того, что вес не меньше ожидаемого, и того, что сечение имеет целый вес, мы получаем, что вес не меньше m/2.

Дерандомизированный алгоритм Cut (Метод k-мерно независимых величин). 

Вход: Граф G=(V,E), где V={1,…,n}, и минимальное простое p(m.

 
For (a,b) (a, (b 



For i = 1,…,n let ri = (ai+b) mod p.



Let V0(a,b)  = {i: ri – четное},



Let V1(a,b) = {i: ri – нечетное},

Выход: сечение (V0(a,b),V1(a,b)) максимального веса.

По постулату Бертрана [1, Chapter 2], для всех m(1, наименьшее простое p > m не превосходит 2m. Тогда дерандомизированная версия алгоритма сечения должна проверить не больше чем 4m2 пар чисел (a,b). В дополнение, предположение, что в алгоритме известно p, может быть отброшено методом перебора всех значений p от m+1 до 2m, тогда выходом будет сечение с максимальным  весом. Для составных p, наш анализ производительности алгоритма может быть неверным, но благодаря постулату Бертрана мы знаем, что хотя бы одно из взятых чисел простое, и для этого значения алгоритм работает как надо.
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Наконец, мы можем избежать выбора p используя чуть больше алгебры. Вместо вычисления ai+b mod p над N, что по сути означает вычислению ai+b над конечным полем Fp с p элементами, мы будем вычислять эту функцию на полем          c 2k элементами, где k -  минимальное  число, для которого m ( 2k. После, мы получим ri рассмотрением первых n элементов поля. Верификация алгоритма будет работать как прежде, и станет значительно проще, поскольку скобка (1-1/m2) в утверждении 25 исчезает. Технические детали это построения могут быть найдены в разделе универсальных хеш-функций в исследовании Мильтерсена [23].

3       Случайная сортировка

3.1    Сортированные списки

Проблема сортировки состоит в упорядочивании списка n элементов в соответствии с их величинами. В традиционных вариантах проблемы сортировки мы можем сравнить попарно все элементы, и не имеем дополнительной информации об их величинах. Каждый алгоритм, решающий такую проблему,  имеет сложность не меньше c(n log n), зависящую от константы c, значит, неизбежно много сравнений применяются для небольших входов. Коротко говоря, смысл в том, что за   n log n сравнений можно сделать 2n log n упорядочиваний, и можно показать, что это число примерно равно n! различных упорядочиваний n элементов. Нижняя худшая граница зависит от константы c, и существуют алгоритмы, действительно достигающие сложности в O(n log n) сравнений.

Следующий алгоритм QuickSort разрешает проблему сортировки. Алгоритм является случайной версии известного детерминированного алгоритма, чтобы узнать подробности, смотри Мотуани и Рагхавана [19, Chapter 3] и Кормена и др. [13]. Алгоритм QuickSort принимает список из n элементов, где, в целях упрощения, мы считаем, что все элементы строго различны. Выбираем случайным образом элемент s из списка. Сравнивая с s, разделяем оставшиеся элементы на два множества, одно из которых содержит все меньшие, другое – все большие, чем s. Далее рекурсивно применяем алгоритм QuickSort для каждого из множеств и сводим результат рекурсивных вызовов в упорядоченном варианте исходного списка.

Алгоритм QuickSort (случайный вариант.)

Вход: Список S= (s1,…,sn) из n строго различных элементов.


Выбираем случайный элемент s из S.


Ssmall = {si | si < s} ( то есть, последовательность Ssmall содержит si, меньшие s.


Slarge  = { si | si > s}


If |Ssmall| > 1, then Ssmall = QuickSort(Ssmall).


If |Slarge| > 1, then Slarge = QuickSort(Slarge).

Выход: (Ssmall◦s◦Slarge) (где ◦ означает конкатенацию).
Утверждение 26 гласит, что случайный алгоритм QuickSort  в среднем использует            O(n log n) сравнений. Эта оценка не зависит от  конкретного ввода, и, естественно, нет каких-то «плохих» входов для этого алгоритма. Тем не менее, нам может не повезти со случайным выбором, например, каждый раз мы можем выбирать наименьший в списке элемент, и тогда Ssmall будет все время пустым, количество рекурсий будет равно  n, общее число сравнений будет около c(n2, с точностью до константы c. Складывается другая картина при  взгляде на детерминированную версию алгоритма QuickSort, где элемент берется не случайно, а определенным образом. Можно показать, что в случае, если входной список выбран случайно из множества всех перестановок n элементов, ожидаемое число сравнений, требуемых для детерминированного алгоритма, равно O(n log n). Но для детерминированной версии существуют входы, на которых алгоритм всегда действует значительно хуже. Например, рассмотрим уже упорядоченный список, и допустим, что мы всегда выделяем первый в списке элемент; тогда для данного списка мы будем сравнивать всегда с наименьшим. Мы приходим к выводу, что число сравнений в данном случае также равно c(n2, с точностью до некоторой c.

Утверждение 26. В случае, если алгоритм QuickSort применяется к списку из n элементов равного размера, ожидаемое число сравнений, необходимых для сортировки, равно O(n log n).

При доказательстве утверждения 26 мы действуем как Мотуани и Рагхаван [19, Chapter 3]. Их элегантное доказательство показывает, что вероятностный метод может быть применен при анализе производительности вероятностных и других алгоритмов.

Доказательство. Пусть S = (s1,…,sn) является некоторым списком из n различных элементов, где величина si  меньше величины sj , только если i < j. Предположим, что алгоритм QuickSort применен к некоторой перестановке списка. Мы рассмотрим утверждение о математическом ожидании и пропустим легкое доказательство того, что алгоритм действительно остановится и выдаст отсортированный список S. 

В качестве первого аргумента индукции мы убеждаемся, что аргументом рекурсивного вызова QuickSort всегда является список, содержащий элементы, которые ранее не сравнивались друг с другом. К тому же, в течении каждого конкретного вызова алгоритма QuickSort, каждая пара элементов сравнивается максимум единожды. Пусть Xij – индикатор, показывающий, сравнивались ли  si и sj, то есть Xij = 1, если это происходило, и Xij = 0, в противном случае. Из сказанного выше следует, что общее число сравнений – сумма всех Xij, где i < j, и математическое ожидание числа сравнений может быть представлено как

[image: image60.wmf]k

2

F





(13)

где мы пишем pij в смысле вероятности того, что Xij равен 1. Первое равенство в (13) следует из линейности математического ожидания, второе – из того, что

 
                                                 E[Xij] = pij(1 + (1–pij)(0 = pij.
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Чтобы ограничить вероятность pij, зафиксируем произвольную пару i и j, где i < j. В последовательности рекурсивных вызовов QuickSort, j-i+1 элементов si,…,sj держатся вместе, до тех пор, пока впервые один из них разделит данный список. До этого, каждый раз при выборе элемента, у  элементов от si до  sj равные шансы быть выбранными, значит вероятность быть выбранным первым из них у каждого равна 1/(j-i+1). Если первым выбирается элемент, отличный от si и sj, они попадают в разные списки и больше никогда не будут сравнены. С другой стороны, два элемента обязательно будут сравнены, если один из них будет выбран первым. Так что вероятность того, что si и sj будут сравнены равна 2/(j-i+1). Подставляя в (13) вычисляем математическое ожидание как:




(14)
где Hn = 1/1 + 1/2 +…+ 1/n – n-тое гармоническое число. Но для всех n, 

                                        Hn(1+ln n,
(15)

где ln n, логарифм числа n по базе e = 2,71…, сравним c O(log n). Следовательно,  ожидаемое число сравнений равно O(n log n).

Для доказательства (15), введем h как лестничную функцию, для всех k ( 2, отображающую каждый действительный x , k – 1 ( x < k в 1/k. Рассмотрим интеграл функции h, взятый    от 1 до n. По построению ,этот интеграл  равен Hn – 1. К тому же, h(x) всегда не больше 1/x, так что, самое большее, равен интегралу от функции x ( 1/x от 1 до n, который, в свою очередь,  равен ln n – ln 1 = ln n. 

Отсюда вытекает неравенство (15)
3.2 Сортировка гаек и болтов. 

В разделе 3.1 приведен случайный алгоритм QuickSort, который решает основную проблему сортировки и использует для этого число сравнений, оцениваемое в среднем как O(n log n). В этом разделе мы рассмотрим сходную, но более сложную проблему сортировки гаек и болтов. Входными данными этой проблемы являются куча из n взаимо различных болтов, куча из n соответствующих гаек и задача сортировки обеих куч. Во время сортировки мы можем сравнивать только болты с гайками (но не болты с болтами или гайки с гайками). Результатом сравнения будет: гайка слишком мала,  гайка подходит, гайка велика.

Есть простой алгоритм сортировки гаек и болтов, который очень похож на алгоритм QuickSort из раздела 3.1. Сначала мы выбираем случайно гайку n. Затем мы сравниваем n со всеми болтами. Тогда мы находим болт b, который подходит n и одновременно разделяем оставшиеся болты на кучу больших и кучу меньших. Точно так же мы используем b для разбиения гаек на множество больших n и множество меньших n. После чего мы получаем множество меньших гаек, соответствующее множеству меньших болтов, и множество больших гаек, соответствующее множество больших болтов. Мы повторяем эту процедуру рекурсивно, применяя ее к меньшим и к большим, и результаты этих рекурсий соединяем, чтобы получить сортированный список гаек и сортированный список болтов.

Алгоритм NutsAndBolts (Случайная сортировка гаек и болтов.)

Вход: Два списка N = (n1,…,nn) и B = (b1,…,bn) гаек и болтов, где каждая гайка подходит только к одному болту.

Выбираем элемент n из N абсолютно случайно.

Пусть b – болт, подходящий к n.
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                            (то есть, список Bsmall составлен из bi, меньших n).
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If |Nsmall| > 1, then (Nsmall, Bsmall) = NutsAndBolts (Nsmall, Bsmall).

If |Nlarge| > 1, then (Nlarge, Blarge) = NutsAndBolts (Nlarge, Blarge).
Выход: (Nsmall◦n◦Nlarge , Bsmall◦b◦Blarge). Где ◦ означает конкатенацию.
Утверждение 27. Рассмотрим два пробных списка из n болтов и n гаек, где каждой гайке подходит ровно один болт. Тогда алгоритм NutsAndBolts сортирует эти списки с ожидаемым числом операций O(n log n).

Мы обратимся к доказательству утверждения 26 (про алгоритм QuickSort), которое полностью совпадает с доказательством утверждения 27.

Учитывая это сходство, в соединении с главной проблемой сортировки, можно показать, что  проблема сортировки гаек и болтов разрешима за число сравнений, самое меньшее,              c (n log n), для некоторой константы c > 0. Брадфорд и Флейчер [7] дают детерминированный алгоритм, использующий O(n log2 n) операций в худшем случае, опирающийся на предыдущий алгоритм, принадлежащий Алону и другим [2], использующий O( n log4 n) сравнений. Комлош, Ма и Семереди [21] разрешили эту проблему за O(n log n) сравнений, хотя и указали, что их алгоритм опирается на построение определенных графов, про которые известно, что они существуют, но не могут быть построены с помощью современной техники [21].

В завершение этой части, мы представляем алгоритм Брадфорда и Флейчера. Перед этим мы рассмотрим некоторые части и факты относительно графов.

Определение 28. Граф (V,E) является двудольным, если V разбивается на два непересекающихся множества V0 и V1, так что E не содержит ни одного ребра между вершинами в V0 и ни одного ребра между вершинами в V1. В этой ситуации мы пишем (V0, V1, E), для двудольного графа (V,E).

С графом (V,E) связано понятие "соседства" Nb(x) вершины x из V – множества всех вершин, соединяющихся с x ребром из  E. Содружество Nb(U),  U(V – объединение "соседних" Nb(x) по всем x из U.

Вершина графа имеет степень d, если вершина имеет ровно d ребер – соседей.  Граф          d-регулярный, если все вершины имеют степень d.

Если граф не содержит петли, то есть ребра между вершиной и ней самой, "соседство" Nb(x) никогда не содержит x. Для двудольного графа (V0,V1,E) соседство множества вершин U из Vi  содержится в V1-i. Более того, так как есть только одно ребро между любыми парами вершин, соседство вершины x является эквивалентным множеству ребер, с которыми x инцидентна. Точнее говоря, степень вершины является числом ребер, которым она инцидентна.
Определение 29. Для любого рационального ( ( 0, двудольный граф (V0, V1, E) называется (-экспандером, если |V0| = |V1| и для любого подмножества U множества V0  мощности не более |V0|/2, мы имеем  |Nb(U)|  (  (1 + ()|U|.

В литературе встречаются разнообразные, слегка отличные друг от друга определения понятия экспандера, которые все несут идею, что любое подмножество вершин, которое не очень велико, имеет соседство, большее, чем это подмножество вершин. В частности, экспандеры в смысле определения 29, имеющие степень не более d, называются (n, d, 1/2, 1 + () OR-концентраторами у Мотуани и Рагхавана [24, Section 5.3].
Главным образом, для нас было бы желательно получить (-экспандеры со степенями вершин, самое большее, d, где d мало, а ( большое. Хорошие экспандеры могут быть получены сложными методами алгебраической теории графов, мы ссылаемся на Мотуани и Рагхавана [24] и Мильтерсена [23] для общего обозрения, и на Алона и Спенсера [3] для более технического исследования.

Экспандеры Габбера-Галила, представленные в определении 30, имеют исключительно простую структуру, хотя они гораздо моложе, нежели расширяющие экспандеры со значительно более качественными показателями.
Определение 30.  Для любого m, экспандер  Габбера-Галила порядка m – двудольный граф (V0, V1, E), где V0 = V1 = {(i,j) : 1 ( i, j ( m}, (то есть,  V0 и V1 имеют m2 вершин и, следовательно, могут быть идентифицированы с {1,…, m2}) и где для любой вершины (i, j) из V0, множество E содержит ребро между (i, j) и каждой из следующих вершин из V1: (i,j), (i, i+j), (i, i+j+1),     (i+j, j), (i+j+1, j)  где все сложения подразумеваются по модулю m.
В то время, как конструкция экспандеров Габбера-Галила очень проста, верификация свойств экспандеров, указанных в утверждении 31, значительно сложнее, поэтому мы пропускаем соответствующее доказательство. 

Утверждение 31. Существует рациональное (GG > 0, такое что для любого m экспандер Габбера-Галила порядка m есть 5-регулярный 2(GG-экспандер.
Для дальнейшего использования в верификации алгоритма Бредфорда и Флейчера, мы построим в замечании 32 граф, который удовлетворяет некоторым техническим свойствам экспандера. Этот граф получается из повторяющихся копий экспандера Габбера-Галила (или иного со схожими свойствами).

Замечание 32. Для любого рационального ( > 0 существует константа q, такая, что при данном m мы можем построить за полиномиальное время двудольный граф Gm = (V0, V1, E) с    |V0| = |V1| = m2, такой, что

(i) 
каждая вершина из V0 имеет степень не больше q,

(ii)
для любого подмножества U множества V0 мощности не менее (|V0|, соседство Nb(U) имеет мощность 
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где (GG > 0 -  константа из утверждения 31.

Чтобы сконструировать Gm для заданного ( > 0, возьмем l – минимальное целое такое, что 

((1 + 2(GG)l – 1 > 1/2.
Отметим, что l зависит от ( и не зависит от m.

Пусть граф H = (W, EH) определен следующим образом. Множество вершин графа H состоит из непересекающихся множеств W0, W1, …, Wl  размера m2. Ребра у H есть только между вершинами из Wi и вершинами из Wi+1 , и подграф, индуцированный любым подмножеством объединения Wi ( Wi+1 является копией экспандера Габбера-Галила порядка m (то есть, граф H содержит l копий экспандера Габбера-Галила порядка m, так что правая половина копии i совпадает с левой половиной копии i+1).
Условимся, что путь в графе H легален, если он содержит не более одного ребра из каждой копии экспандера Габбера-Галила, то есть, интуитивно говоря, легальный путь соединяет две вершины так, что при проходе от одной вершины к другой, мы все время идем в одном направлении.. Пусть Gm = (W0, Wl, E), где E содержит  ребра только между теми  парами вершин, которые соединяются легальными путями в H.
Остается показать, что граф Gm имеет требуемые свойства. Експандер Габбера-Галила является 5-регулярным, значит любая вершина из W0 имеет, самое большее, q = 5l соседей из Wl. Чтобы показать (ii), зафиксируем некоторое подмножество U  множества W0 мощности не менее (|W0|, и пусть ci – число вершин из Wi, которые достигаются из U легальными путями. Если для некоторого i < l, ci не меньше |W0|/2, то доказано, так как тогда cj не меньше 
  (1/2 + (GG)|W0| для всех j > i по свойствам экспандера Габбера-Галила. Предположим обратное и учтем, что свойства экспандера гарантируют для всех i, что ci+1 не меньше (1+2(GG)ci. В противоречие нашему допущению мы получим:

cl-1 ( (1+ 2(GG)l-1c0  ( (1+ 2(GG)l-1(|W0| > |W0|/2
исходя из выбора l и того, что c0 = |U| ( ( |W0|.

Детерминированный алгоритм сортировки гаек и болтов Брадфорда и Флейчера работает также, как и алгоритм NutsAndBolts, исключая то, что случайный выбор гайки n, используемой для разбиения входного списка, заменяется на детерминированную процедуру, которая для некоторой константы ( > 0 гарантирует нахождение гайки n, так что n будет (-приближенной медианой, в смысле, что она разобьет список на две части, каждая из которых содержит не меньше, чем ( - доля исходного списка.

Определение 33. Пусть D – полностью упорядоченное множество, пусть x – элемент множества D и пусть S = {y1,…, yn} – произвольный список элементов множества D.
(Относительный) ранг rank(x, S) элемента x в S – доля элементов S, которые не больше, чем x, то есть:
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Элемент x называется (-приближенной медианой для S, если (  ( rank(x, S) ( 1 – (.
Рассмотрим детерминированную версию алгоритма NutsAndBolts, где случайный выбор гайки n, используемой для разбиения списка заменен на детерминированную процедуру, которая для некоторого рационального ( > 0 гарантирует нахождение гайки n, являющийся (-приближенной медианой. В случае, если эта медиана будет найдена за O(n log n) сравнений в худшем случае, то алгоритм  сортировки требует O(n log2 n) сравнений в худшем случае. Для доказательства зафиксируем  некий вход (N, B), где N и B имеют по n элементов, и представим рекурсивный вызов алгоритма NutsAndBolts в виде бинарного дерева, где оба поддерева каждой вершины соответствуют аргументам рекурсивных вызовов. Тогда глубина этого дерева оценивается     O(log n), потому что каждый рекурсивный вызов уменьшает размер входа не меньше чем в (1-() раза. К тому же, входы рекурсивных вызовов одинаковой глубины имеют общий размер n, значит, суммируя предполагаемую сложность O(n log n)  на одном уровне, получаем опять O(n log n) сравнений. Так что дерево имеет не более O(log n) уровней, и на каждый уровень требует не более    O(n log n) сравнений, следовательно, общая сложность не превосходит O(n log2 n) сравнений.

Из сказанного выше видно, что построение детерминированного алгоритма для сортировки гаек и болтов, использующего O(n log2 n) сравнений редуцируется к проблеме нахождения алгоритма получения приближенной медианы. Алгоритм  Median ниже решает эту проблему, то есть алгоритм использует O(n log n) сравнений в худшем случае, находит (-приближенную медиану для некоторой константы (.

Сначала алгоритм Median использует алгоритм CandidateList, чтобы вычислить список n1,…,nl  гаек и ассоциированный двухэлементный список болтов (bi–, bi+), такой, что                 bi—  (  ni  (  bi+. Для применения в алгоритме Median, нам нужно, чтобы общее число гаек было постоянной долей всех гаек, и каждый болт появлялся достаточно часто в одном из списков.
Алгоритм CandidateList (Вычисление списка кандидатов.)

Вход: Два списка N = (n1,…,nn) и B = (b1,…,bn) гаек и болтов, таких, что каждая гайка подходит только одному болту.


Пусть m – максимальное натуральное число, такое, что m2 ( n.
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Пусть 
                                  и 

Пусть G = (B0, N0, E) изоморфен графу Gm из замечания 32, 


                                              где ( взято равным  (GG/4. 
            (То есть, G получен из Gm = (V0, V1, E) идентификацией V0 с B0 и V1 c N0.)


Пусть M и L оба равны пустым спискам.


For i = 1 to m2


If в Nb(ni) есть болты b–  и b+ , такие что  b–  < ni <b+, 
                     
then




выбираем какую-нибудь пару таких болтов, и пусть bi–  = b– , bi+ = b+.




добавляем ni к M и пару (bi–, bi+) к L.


Выход: Списки M = (n1,…,nl) и L = ((b1–, b1+),…,(bl–, bl+)).

Лемма 34. Пусть N = (n1,…,nn) и B = (b1,…,bn) – списки гаек и болтов, где каждая гайка подходит ровно к одному болту.

Во время применения к N и B, алгоритм CandidateList использует O(n) сравнений в худшем случае и в итоге выдает списки M и L, такие что bi–  ( ni ( bi+ для i = 1,…, l. К тому же, существуют рациональные (M > 0 и (L > 0, что M имеет длину не меньше n(M и L содержит не менее n(L  различных болтов, то есть,

|M| ( n(M   и  |{b1–, b1+, … , bl–, bl+}| ( n(L.
(17)

Доказательство. Изучение алгоритма CandidateList показывает, что алгоритм всегда остановится и при этом найдет bi–  ( ni ( bi+ для всех i. По построению, каждый из m2 болтов из B0 имеет степень не более q в G, следовательно, G имеет максимум qm2 ребер. Точно так же, гайки и болты, соединенные ребром, сравниваются во время работы алгоритма,  значит общее число сравнений не превышает qm2(qn, и значит, равно O(n).
Число m выбирается как максимум таких, для которых m2 ( n, и m2 ( n/3. Для n = 1,…,8 это очевидно верно, в то время, как для больших n интервал между n/3 и n содержит  квадрат, так как интервал между квадратными корнями  из n/3 и n больше 1, и, стало быть, содержит целое число. Далее заметим, что мы можем взять n ( 24/(GG, следовательно

[image: image70.wmf]GG

2

δ

8

m

>





                                                           .
Конечное число входов, когда n меньше, может быть обработано алгоритмом, выдающим желаемый результат (скажем, табличным образом или сортировкой "в лоб"), без изменения асимптотической сложности O(n log n).

Чтобы доказать утверждение о числе абсолютно различных болтов, положим ( ( ( - наименьшее рациональное, что (m2 – натуральное число. Из этого следует, что
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потому что (m2 и (m2 отличаются не более чем на 1, значит ( и ( отличаются не более чем на 1/m2, в то время, как ( = (GG/4 и 1/m2 ( (GG/8.
Пусть B– и B+ – множества  наименьших и наибольших (m2 болтов из B0. По замечанию 32 и определению G, для обоих множеств количество соседних гаек составляет не менее чем 1/2+( GG часть от всех гаек из N0.  Как следствие, пересечение этих содружеств содержит не менее ( GGm2 гаек из N0, то есть, столько гаек сравниваются с болтом из B– и из B+. Если мы вычтем из этого все гайки, подходящие к болтам из этих множеств, у нас останется часть, не меньшая чем
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(M = ( GG – 2(  ( 
от всех гаек из N0. По построению, все эти гайки сравниваются со строго меньшими и строго большими болтами, и, таким образом, содержатся в  M. К тому же, каждая гайка из M сравнивается с двумя болтами, присутствующими в L, в то время, как каждый болт из L сравнивается максимум с q гайками, значит, L должен содержать не меньше чем (L = 2(M/q доля m2 болтов множества B0. Учитываем то, что m2  ( n/3 и |N| = |B| = n, из чего следует, что M содержит долю, не меньшую, чем (M = (M/3 от числа гаек в N, в то время, как L содержит долю не меньше, чем (L = (L/3 от числа болтов в B.

В алгоритме Median сначала мы получим списки M и L, как это сделано в алгоритме CandidateList. Тогда алгоритм будет совершаться по раундам. В начале каждого раунда гайки в M распределяются по парам, и из каждой пары одна будет использоваться в следующем раунде, а другая отброшена. Критерием принятия одной из двух гаек будет, у какой из них ранг ближе к 1/2 по отношению к общему списку болтов обеих гаек. Объединенный список, который может содержать копии одинаковых болтов, затем будет назначен принятой гайке. По техническим поводам, которые станут понятны далее, мы объединяем в пары только гайки, обе из которых имеют ранг строго меньше 1/2, или обе из которых имеют ранг больший или равный 1/2, по отношению к отнесенному к ним списку. Кроме того, если общее число объединяемых гаек нечетно, единственная оставшаяся гайка просто отбрасывается вместе со своим списком болтов.
Алгоритм Median. (Вычисление (-приближенной медианы.)

Вход: Две последовательности N = (n1,…,nn) и B = (b1,…,bn) гаек и болтов, таких, что каждая гайка подходит ровно к одному болту.
Применяем алгоритм CandidateList  к N и B, чтобы получить списки

M = (n1,…,nl) и L=((b1–, b1+),…,(bl–, bl+)).

For  i = 1 to l, let Li = (bi–, bi+).

While |M|>2


Let Mlow = {ni ( M : rank (ni, Li) < 1/2}.


Let Mhigh = {ni ( M : rank (ni, Li) ( 1/2}.

If | Mlow| нечетно, выбираем гайку из Mlow и выбрасываем ее из Mlow  и  M.

If | Mhigh| нечетно, выбираем гайку из Mhigh и выбрасываем ее из Mhigh  и  M.


Разбиваем по парам гайки в Mlow и в Mhigh.


For по всем парам (ni, nj) применяем следующий путь:



If rank(ni, Li◦Lj) ближе к 1/2 чем rank(nj, Li◦Lj)



then let Li = Li ◦ Lj и выбрасываем nj из M,




else let Lj = Li ◦ Lj и выбрасываем nj из M.

Let n – некоторая ni, оставшаяся в M.

Выход: Гайка n.

Утверждение 35. Пусть N = (n1,…,nn) и B = (b1,…,bn) – списки гаек и болтов, таких, что одна гайка подходит ровно к одному болту.

Существует рациональное ( > 0, такое что при применении к N и B, алгоритм Median выдает (-приближенную медиану для N за O(n log n) сравнений.
Доказательство. Пусть k – количество итераций цикла While. Тогда k ( log |M| +1, потому что  за каждую итерацию отбрасывается не меньше половины гаек. С другой стороны,                  k ( log |M| – 2 для достаточно больших n, так как в общей сложности не более 2k гаек будут отброшены из-за отсутствия пары (снова мы можем сказать, что в состоянии привести требуемый алгоритм для конечного числа входов, когда n мало). К тому же, простая индукция показывает, что после j итерации цикла While, для всех гаек, которые еще не были выброшены из M, соответствующий список болтов имеет длину 2j+1. В частности, гайки, прошедшие все k итераций, имеют списки болтов длины не меньше, чем
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где неравенства и равенства следуют, слева направо, из предыдущей дискуссии, из определения логарифма, из леммы 34. Так как каждый болт встречается максимум q раз в каждом списке, каждый из финальных списков содержит не менее (1 различных болтов, где (1 = (Mn/(2q)>0. Далее мы покажем, что каждый раз каждая гайка является 1/4-приближенной медианой своего списка болтов. Далее утверждение будет доказано, потому что тогда каждая гайка, прошедшая все итерации, будет 1/4-приближенной медианой для доли (1 от всех болтов, и значит, (1/4-приближенная медиана в отношении всех болтов.

Остается показать, что каждый раз каждая гайка ni из M – 1/4-приближенная медиана ее списка болтов. Для  доказательства по индукции, убедимся, что изначально это верно по Лемме 34, и учитывая выбор bi– и bi+. Чтобы показать, что это свойство сохраняется во время исполнения алгоритма, рассмотрим две гайки ni и nj, которые составлены в пару, и положим в качестве гипотезы индукции, что они 1/4-приближенные медианы своих списков болтов Li и Lj. Мы положим, что обе гайки в Mhigh, и пропустим симметричное доказательство для Mlow. Кроме того, пусть ni меньше nj. Мы должны показать, что подходящая гайка является 1/4-приближенной медианой для объединенного списка Li◦Lj. Тогда гайка ni имеет ранг не меньше 1/4  по отношению к объединенному списку, так как она имеет ранг не менее 1/2 по отношению к Li, и списки Li и Lj одинаковой длины. Кроме того, гайка nj и, значит, меньшая гайка ni , имеют ранг  не более 3/4 по Lj. Но ni имеет ранг не более 3/4 также и по Li, а значит и по объединенному списку. Далее, ni является 1/4-приближенной медианой для комбинированного списка и утверждение принимается, так как гайка ni выбирается, пока ранг nj по объединенному списку не станет ближе к 1/2.
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� Чтобы дать представление об идее, как могут работать схемы шифрования, рассмотрим следующий пример. Пусть у нас есть односторонняя функция f: N(N, мы выбираем случайный x, и не только трудно получить x, зная f(x), но  даже нельзя сказать, является ли x четным или нечетным. Тогда передавать значение из множества {0,1} можно, выбирая случайным образом четное или нечетное число x и открывая f(x). Дальше мы можем узнать по x  f(x). Так как f  одностороняя, невозможно умышленно изменить передаваемое значение.


� Разумеется, мы предполагаем, что враг не знает параметр k. Более того, враг не может изменять сохраненный слепок. Последнее требование логично, так как слепок много меньше, чем его образ, следовательно, может храниться разными способами и в разных местах.
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